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Streszczenie. W artykule analizowano uklad pojazd szynowy-nawierzchnia kolejowa—podloze
gruntowe jako belki Bernoulliego-Eulera na podtozu jednowarstwowym. Rozpatrywano nastepujace
przypadki obciazen konstrukcji nawierzchni kolejowej: a) statyczne obcigzenie nawierzchni kolejowej
pojazdem szynowym, b) pojazd porusza si¢ ze stalg predkoscig. W konsekwencji otrzymano réw-
nanie rézniczkowe czwartego rzedu opisujace réwnanie linii ugiecia tak zamodelowanego uktadu.
Dane materialowe oraz parametry eksploatacyjne zostaly okreslone poprzez poszczegolne skladniki
réwnania. Do jego rozwigzania wykorzystano metode réznic skoniczonych. Opisana zostala istota
metody oraz podstawowe zagadnienia z nig zwigzane takie jak: dobor kroku przestrzennego, dobér
kroku czasowego, siatka czasowo-przestrzenna oraz numeryczny model obciazenia ruchomego. Celem
autoréw bylo okreslenie przydatnosci zastosowanej metody numerycznej przy rozwiazywaniu réwna-
nia rézniczkowego opisujacego wybrany do analizy model nawierzchni kolejowej. Otrzymane wyniki
poréwnano z warto$ciami obliczonymi w sposéb analityczny. Opracowany uproszczony i sprawdzony
model ukladu pojazd—nawierzchnia—podtorze zostanie wykorzystany w dalszym etapie pracy do analizy
réznych rozwiazan technicznych (rézne materialy i rézne ksztalty elementéw wchodzacych w sklad
nawierzchni charakteryzujgce sie réznymi stalymi materialowymi).

Stowa kluczowe: metody numeryczne, metoda réznic skoficzonych, nawierzchnia kolejowa, wspol-
czynnik dynamiczno$ci obcigzenia

DOI: 10.5604/01.3001.0010.1893

1. Model pojazd szynowy-nawierzchnia-podloze gruntowe

Do modelowania ukltadu pojazd szynowy-nawierzchnia-podioze gruntowe
wykorzystano model szyny — belki Bernoulliego-Eulera spoczywajacej na sprezystym
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podlozu o stalym wspoétczynniku sprezystosci podtoza. Ciagle podparcie szyny
w postaci sprezystego podloza stanowi uproszczenie rzeczywistej konstrukeji
nawierzchni kolejowej i zastepuje sprezystos¢ pozostalych elementéw konstrukeji
nawierzchni — podkladéw, przytwierdzen i podtorza. Nawierzchnia kolejowa sklada
si¢ zdwoch réwnolegle usytuowanych wzgledem siebie szyn, tworzacych tor, utozonych
na podktadach kolejowych, ktére sa umieszczone na warstwie podsypki i podtorzu.
Z uwagi na symetrie uktadu torowego do rozwazan zostal przyjety jeden tok szynowy.
Analizowano przemieszczenia pionowe ukladu o jednym stopniu swobody pod obcig-
zeniem statycznym i dynamicznym. Tok szynowy zostat obcigzony ruchoma sitg P(x, f)
reprezentujacg pojazd o znanej masie i konstrukgji poruszajacy sie po nawierzchni
kolejowej ze znang predkoscia. Opisany model przedstawiono na rysunku 1.

P(x, tok szyno
| ) 0, ynowy
Rz
PEZSSEEEEE (= 5k :

.s-prc_;z-yste -podloié

Rys. 1. Model toku szynowego obciazonego dynamicznie (opracowanie wlasne)

Parametry szyny scharakteryzowane sg przez moment bezwladnosci przekroju
poprzecznego szyny, mas¢ szyny w odniesieniu do jej jednostki dltugosci oraz
modul Younga stali szynowej. Sprezyste podltoze, na ktérym oparta jest szyna,
scharakteryzowane jest przez wspdlczynnik sprezystosci podioza. Istotne parametry
pojazdu szynowego, ktory obcigza uklad, to nacisk na 0§, rozstaw osi oraz predkos¢
przejazdu. Zestawienie parametréw w rozwazanym modelu wraz z zastosowa-
nymi oznaczeniami i jednostkami, w jakich wyrazone sa wartosci poszczegolnych
parametrow, przedstawiono w tabeli 1. Ponadto w tabeli tej zostaty zamieszczone
réwniez typowe zakresy wartosci podanych parametréw w zaleznosci od rodzaju
konstrukcji nawierzchni kolejowe;j.

TABELA 1
Zestawienie wykorzystywanych parametréw (opracowanie wlasne na podstawie [8, 10, 12])

Parametr Oznaczenie | Jednostka | Wartos¢ Uwagi
moment bezwtad- 1816,0 - 1078 szyna 49E1
nosci przekroju J m* 3038310 szyna 60E1
poprzecznego
szyny 3543,0- 1078 szyna R65

. 49,39 szyna 49E1
masa szyny odnie-
siona do jednostki m kg/m 60,21 szyna 60E1

dhugosci

64,87 szyna R65
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cd. tabeli 1

modut Younga stali

pojazdu szynowego

. GPa 210 stal szynowa
szynowej
dobrze utrzymana nawierzchnia
34,5 podsypkowa (podktady
drewniane)
nawierzchnia podsypkowa
69,0
modut sprezystosci MN/m? (podklady betonowe)
podioza nawierzchnia podsypkowa przy
103,5 L - .
zamarznigtej warstwie podsypki
nawierzchnia bezpodsypkowa
92,0 +138,0 (warstwa nosna jako plyta
betonowa)
na<.:1sk na o$ KN 100 + 250
pojazdu szynowego
rozstaw osi pojazdu m 2,00 +4,00 (w zale.znosc1 od konstrukgji
SZynowego pojazdu szynowego)
predko$¢ przejazdu km/h 20 + 350

109

Kluczowym elementem analizy nawierzchni kolejowej w rozwazanym modelu
Bernoulliego-Eulera jest wlasciwe okreslenie i dobranie parametru sprezystosci
podloza k. Schemat sprezystego podparcia szyny zostal przedstawiony na rysunku 2.
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Rys. 2. Schemat sprezystego podparcia szyny: K, — sztywno$¢ warstwy podsypki;
K, — sztywno$¢ podtorza (opracowanie wlasne na podstawie [2])
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Wspolczynnik sprezystosci podloza moze zostac obliczony przy wykorzystaniu
ponizszych zaleznosci inzynierskich [2]:

gdzie:

gdzie:

_ 2E, (d —b)tan®, (LD)
’ log| 4+ 2k tan @) ’ '
b(d +2htan®))

K}, — sztywno$¢ warstwy podsypki;

E, — modul sprezystosci podluznej podsypki;

@, — kat tarcia wewnetrznego podsypki;

d — dlugo$¢ obszaru, na ktérym dziata obcigzenie;

b — szerokos¢ obszaru, na ktérym dziala obcigzenie;
h — grubos¢ warstwy podsypki.

K, =k, (d+2h, tan®,)(b+ 2h, tan D,), (1.2)

K — sztywnos¢ podtorza;

k, — modut sztywno$ci materiatu, z ktérego wykonano podtorze;

@, — kat tarcia wewnetrznego materiatu, z ktérego wykonano podtorze;
d — dlugos$¢ obszaru, na ktérym dziata obcigzenie;

b — szerokos¢ obszaru, na ktérym dziala obcigzenie;

h, — grubos¢ podtorza.

Przedstawiona metoda nosi nazwe Metoda Piramidy Rozkladu Obcigzen (ang.
Pyramid Load Distribution Method). W celu lepszego zobrazowania powyzszych
oznaczen zostal zamieszczony ponizszy rysunek wraz z oznaczeniem poszczegol-
nych wielkosci.

Rys. 3. Piramida rozkladu obcigzenn w podsypce oraz podtorzu wedlug [2]
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Wspolczynnik sprezystosci podloza mozna obliczy¢ z ponizszej zalezno$ci,
jako sume odwrotnosci wspotczynnikéw sprezystosci poszczegoélnych warstw
nawierzchni i podtorza [2]:

1 1 1 1
=—+—+

= ) (13)
K, K, K, dkK,

gdzie: K, — wspolczynnik sprezystosci podtoza pod szyna [N/m];
K, — sztywno$¢ podkiadki podszynowej [N/m];
K, — sztywno$¢ pionowa podkladu [N/m];
K,s — zastgpcza sztywnos¢ podsypki oraz podtorza [N/m];
a — wspodlczynnik uwzgledniajacy ciaglos¢ ugiecia pomiedzy sgsiednimi
podkiadami.

Zalecane jest przyjmowanie wspolczynnika a jako 0,5. Z tego wzgledu zastepczy
wspotczynnik sprezystosci podloza jest opisany zaleznoscig [2]:

k===, (1.4)

gdzie: s — rozstaw podkiadéw [m].

Scharakteryzowany powyzej model zostal opisany réwnaniem (1.5) wyprowa-
dzonym w pracy [7]:

' w(x,t)
ox*

*w(x,1) _ P(x,1)

EJ+kw(x,t)+m o ™

; (1.5)

gdzie: w — przemieszczenie pionowe.
Warunki poczatkowe i brzegowe zapisano w rozdziale 2.

2. Model numeryczny

W celu numerycznego rozwigzania réwnania rézniczkowego czwartego rzedu
(1.5) wykorzystano metode roznic skoniczonych (MRS). Polega ona na zastapieniu
operatorow rézniczkowych operatorami réznicowymi. W ten sposob wyjsciowe
réwnanie rézniczkowe zostaje zastgpione ukladem réwnan algebraicznych. Operaty
réznicowe okresla si¢ na zbiorze punktéw (inaczej siatce). Siatka sklada si¢ z poje-
dynczych elementéw — weztdw, ktdre powstaja na skutek podzielenia rozwazanego
elementu (w tym przypadku szyny) na odcinki o niewielkiej dlugosci (Ax). Nastep-
nie bada sig, jakie wartosci poszukiwanych wielkosci wystepuja w poszczegolnych
punktach podziatu [3].
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W niniejszej pracy przyjeto zalozenie, ze poszukiwane wartosci funkcji pomiedzy
poszczegdlnymi punktami podziatu sa potaczone za pomocg fragmentow paraboli.
Wowczas wzory na operaty réznicowe MRS dla drugiej i czwartej pochodnej sa
wyrazone jak ponizej:

o*w, W 2w+ w,

axzt — Ax2 i+l , (2.1a)

4 _ —
at;:mﬁ 4m4+6% Wi+ Wiy (2.1b)
ox Ax

Podstawiajac zaleznosci (2.1a) oraz (2.1b) do zaleznosci (1.5), otrzymano
zalezno$ci na przemieszczenie pionowe szyny w poszczegdlnych weztach siatki
w przypadku obcigzenia statycznego (2.2a) oraz dynamicznego (2.2b):

L, —4w_ +6w —4w  +w, I
W,_, W, Wi Wist T Wiin EJ + kWi =L (2.2a)
Ax Ax

gdzie: Ax — odleglos$¢ miedzy weztami siatki podziatu.

J+ _ J J J J J
W, _C{M)i—Z 4w, +(6+kd)wi —4w, +w,, }+

1

2 (2.2b)

1

P’At P
+2w —-w/

+ i
m

gdzie: At — odleglo$¢ miedzy poszczegdlnymi chwilami, w ktérych wykonywane
sa obliczenia (w przypadku obcigzenia dynamicznego);

EJAr kAx*
— s k= .
mAx EJ

Przyjeto zalozenie, ze obcigzenie dziala na dtugosci calego odcinka Ax. W poréw-
naniu z obcigzeniem sita punktowa obcigzenie ciagle lepiej odwzorowuje rzeczywisty
punkt styku kola i szyny. Warto$ci przemieszczen pionowych szyny zostaly obliczone
na poczatku i na koncu kazdego odcinka dla przyjetego podziatu.

Wykorzystujac powyzsze zaleznosci, utworzono macierz wspétczynnikéw ukltadu
réwnan MRS dla przypadku obcigzenia statycznego (rys. 4) oraz siatke czasowo-
-przestrzenng dla przypadku obciazenia dynamicznego (rys. 5).

W przypadku obcigzenia statycznego rozwigzanie otrzymuje sie po rozwigzaniu
ukladu n-réwnan (gdzie n oznacza liczbe weztow).

W przypadku obcigzenia dynamicznego otrzymuje sie formule rekurencyjna,
w ktorej poszukiwang wartos¢ w danym wezle w danej chwili (kolor z61ty na rysunku
ponizej) oblicza si¢ na podstawie obliczonych wczesniej wartosci w poprzednich

C=-
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chwilach. Jest to metoda jawna rozwigzywania réwnan rézniczkowych przy pomocy
MRS [6]. Sktadniki, ktore sa wykorzystywane przy obliczaniu kolejnych wynikdw,

zostaly zaznaczone na rysunku kolorem zielonym.

W, blz":;trn.we wezly na jakie zostat podzielony tok szynowy blz":;trn.we I
i oo | wo | owa | owe [ ows | we [ ws | ws | we | | w | | Wes | Wt | W | W | Wit | W | Wit | Wiz
1 wy | 0 i 41 loflooflofjolololo]oflololo|o]o]w P,
2 | 0] -4alere] a1 {oflofo]JololofoloJoloJolo]o][w P,
3 w01 4feek] a1 Jofo]ofolofoloJolo]olo]o][w P,
4 ool 1| alee| a1 ]o]ofoflofoloJolo]olo]o][w P,
H w|oflolo[1|ale]l a1 ]Jofofofolololo]olo]o][w P,
6 w|oflolofo[ 1| ale]a]ofofofolo]olo]olo]o][w P,
-wy | O 0 | -w, Ps
i -wy | O 0 | -w, P
-wy | O 0 | -w, Ps
g |w|oJololofofoJolo[1]4leek] a1 ]ofofo0o]o]fo|w P.
5 [aw|ofJolo[olo]Jolo]Jolo|1|4a]ek|a] 100 0] 0w P.
nd [aw|ofJolo[olo]Jolo]Jololol1]-ale]a[ 1000w P.
3 [aw|ofJolo[olo]JololJolololo]1]-aleec] 4] 1] 0] 0w, P.
2 [aw|ofJolololo]JololJolofolo]ol1]aleec]2a|1]0]w P.
1 [aw|ofolololo]Jolo]Jolofolo]olo]1]-4[erc| 4]0 P.

n [w]o]ofoJoJoloJo oJo o [o[o o o]« |BMlo[w] P
Rys. 4. Macierz wspoélczynnikow uktadu rownan MRS; P, — obciazenie statyczne
(opracowanie wlasne)

warunki brzegowe nr wezta warunki brzegowe| chwila
-1 0 1 2 3 i-2 i-1 i i+1 i+2 n n+1 n+2 |czasowa
-w, 0 W, | W, | W W, wo | wp | owy W, W, 0 - oW, -1 = %
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 § A‘fT
Z a
- W, 0 W, | W, | w, W, | W, | Wy | ow, | w, W, 0 - W, 1 2
-wy? 0 we? | ws® | wa? wis® | wig® | w? | wig® | Wi w,? 0 - w2 2
-yl 0 wat fwet weh wi ™ w T e w | we g w,! 0 -w, -1
- w 0 wl | wy! | wy wig [ wid | owd | owid | e w,! 0 - W, i
_W1j+1 0 W1j+1 szﬂ W3j+1 Wi_zjﬂ Wi_]jﬂ W,ij+1 Wi+1j+| Wi+2j” an+1 0 _W"jﬂ *1
-w,™ 0 wy | we™ | wy™ wig ™| wi™ | wi™ w,™ 0 -w,™ m

Rys. 5. Roznicowa siatka czasowo-przestrzenna: i — kolejne wezty; j — kolejne chwile,
dla ktérych wykonywane sg obliczenia (opracowanie wlasne)

Korzystajac z metody réznic skonczonych, istotne jest zdefiniowanie warunkow
brzegowych, a w przypadku obciazenia dynamicznego réwniez warunkow poczatko-
wych rozpatrywanego zagadnienia. Zagadnienie brzegowe zostalo rozwigzane przy
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zalozeniu swobodnego podparcia szyny na jej koncach. Wowczas przemieszczenie
pionowe w wezlach skrajnych (podporowych) z lewej i z prawej strony ukfadu jest
réwne 0, natomiast przemieszczenie pionowe w ,.fikcyjnych” weztach (z lewej i
z prawej strony koncow szyny za odpowiednimi weztami podporowymi) jest réowne
co do wartosci, ale przeciwne co do znaku, tak jak w pierwszym i ostatnim wezle
przypodporowym.

W przypadku obcigzenia dynamicznego zagadnienie poczatkowe zostalo sfor-
mulowane przy zalozeniach, ze warto$¢ przemieszczenia pionowego danego wezla
w chwili poczatkowej j = 0 jest réwna 0: w(x, 0) = 0 oraz ze wartos¢ przyspieszenia

82
drgan danego wezta w chwili poczatkowej j = 0 jest rowna 0: STZV(X’ 0) =0, wéwczas
0? P(x,0
réwnanie 1.5 przyjmuje postac: a; = A(x ) Zastepujac lewa strone schematem
m
réznicowym analogicznym do tego z zaleznosci 2.1a, powyzsza zalezno$¢ przyjmuje
Wl«_l _214)10 + M)ll B PO j+1 _ le—l

1 1 1

5 . Z uwagi na fakt, ze w’ =0orazw/ =
At Axu POAS 2At

(metoda réznic centralnych [3]) > w, = — w rozwazanym przypadku jest

postac:

m
to warunek poczatkowy metody réznic skonczonych.

Obcigzenie ruchome zostalo zamodelowane poprzez wprowadzenie do réwna-
nia 2.2b wspdlczynnika wystepowania obcigzenia H/ :

w/ = Clw_, 4w+ (6+k,)w/ = 4w, +w., b+

+H/ 2w, + 2w,/ — w/! (2.3

W kazdym rozwazanym kroku dla kazdego wezta oraz kazdej chwili sprawdzana
jest pozycja obciazenia i wspdtczynnik H; przyjmuje wartoci jak ponizej:

H/ =

1

{1 — w przypadku gdy do wezta przylozone jest obcigzenie (2.3b)

0— w przypadku gdy wezel jest nieobcigzony.

3. Analiza numeryczna

Wtasciwy dobdr parametréw siatki czasowo-przestrzennej zapewni uzyskanie
wiarygodnych wynikéw obliczen numerycznych. Wartosci liczbowe parametréw
technicznych ukladu ,,pojazd szynowy-nawierzchnia-podloze gruntowe” oraz dobor
parametrow siatki czasowo-przestrzennej przedstawiono w kolejnych punktach.
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3.1. Zestawienie parametrow obliczeniowych

Do obliczen numerycznych przyjeto parametry zespotu trakcyjnego ED250
Pendolino poruszajacego si¢ po dobrze utrzymanej, klasycznej, podsypkowej
nawierzchni kolejowej z szynami 60E1, podkltadami betonowymi w rozstawie
0,60 m oraz przytwierdzeniami sprezystymi SB3 (rys. 6).

Rys. 6. Widok zestawu trakcyjnego ED259 Pendolino na szlaku [14]

Parametry charakteryzujace pojazd szynowy oraz nawierzchni¢ kolejowa zostaly
podane w tabeli 2.

TABELA 2
Parametry charakteryzujace pojazd szynowy oraz nawierzchnie¢ kolejowa
(opracowanie wtasne na podstawie (8, 9, 10, 12, 13])

Parametr Wartoéé Jednostka
predko$¢ przejazdu 160 km/h
rozstaw osi 2,7 m
maksymalny nacisk na o$ zespotu trakcyjnego ED250 Pendolino 170 kN

obliczeniowy nacisk na o$ zespotu trakcyjnego ED250 Pendolino

- L 170-1,3 =221 kN
przy uwzglednieniu przecigzenia toku szynowego

moment bezwladnosci przekroju poprzecznego szyny 3038,30- 1078 m?

masa szyny odniesiona do jednostki dtugosci 60,21 kg/m
modul Younga stali szynowej 210 GPa
modut sprezystosci podloza 70 MPa

diugo$¢ rozwazanego modelu

Ldla obc.statycznego
=25

Ldla obc.dynamicznego
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3.2. Dobdr kroku przestrzennego

Kluczowym czynnikiem wptywajacym na dokladnos$¢ wynikéw otrzymywanych
przy wykorzystaniu metody réznic skonczonych jest odpowiednie dobranie kroku
przestrzennego, czyli odleglosci pomigdzy weztami. Dokladnos¢ obliczen wzra-
sta wraz ze wzrostem liczby weztow, a tym samym z mniejsza dlugosciag odcinka
podziatu Ax. Wartos$ci przemieszczenia pionowego szyny, ktore zostaty obliczone
w zalezno$ci od zmiennej diugosci odcinka podzialu Ax, zostaly przedstawione
w tabeli 3.

TABELA 3
Wartoséci przemieszczenia pionowego szyny spowodowanego statycznym oraz dynamicznym
obcigzeniem w zalezno$ci od dlugoéci odcinka podziatu Ax

Dhgst o Ve ponas sy ks prenjevsee porons
podziatu [m] statycznym [mm] dynamicznym [mm]
1,00 1,14 3,97
0,90 1,13 3,34
0,80 1,12 5,86
0,70 1,12 4,98
0,60 1,09 3,64
0,50 1,06 2,27
0,40 1,03 3,91
0,30 1,01 1,60
0,20 0,99 2,95
0,10 0,98 1,17
0,09 0,98 1,18
0,08 0,98 1,20
0,07 0,98 1,21
0,06 0,98 1,16
0,05 0,98 1,13

Wplyw odlegltosci migdzy weztami na doktadno$¢ obliczen obrazujg wykresy
zamieszczone na rysunkach 7 8.

Wraz ze zmniejszaniem diugosci odcinka podziatu otrzymywane wyniki daza
(s3 zbiezne) do pewnej okreslonej wartosci i dalsze zwigkszanie dyskretyzacji nie
wplywa znaczgco na wynik. Zjawisko to zostalo obrazowo przedstawione na wykre-
sach zamieszczonych na rysunkach 9 i 10.
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Rys. 7. Przemieszczenie pionowe szyny spowodowane statycznym obcigzeniem dla odcinkéw
podziatu: z lewej Ax = 1,00 m, z prawej Ax = 0,05 m
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Rys. 8. Przemieszczenie pionowe szyny spowodowane dynamicznym obcigzeniem dla odcinkéw
podziatu: z lewej Ax = 1,00 m, z prawej Ax = 0,05 m
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Rys. 9. Zalezno$é¢ otrzymywanych wartoéci przemieszczenia pionowego szyny spowodowanego
statycznym obcigzeniem w zaleznosci od diugosci odcinka podziatu Ax
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Rys. 10. Zalezno$¢ otrzymywanych wartoéci przemieszczenia pionowego szyny spowodowanego
dynamicznym obcigzeniem w zaleznosci od dtugoéci odcinka podzialu Ax

Z rysunku 9 wynika, ze od wartosci elementu podzialu Ax < 0,1 rozwigzanie
numeryczne stabilizuje si¢. Niestabilno$¢ rozwigzania numerycznego dla obciazen
dynamicznych (rys. 10) zanika réwniez przy wartosci elementu podziatu Ax <0,1.

Zatem, korzystajac z metody roznic skoniczonych, najistotniejsze jest ustalenie
takiej dtugosci odcinka podzialu Ax, ktéra pozwoli uzyska¢ pozadang dokfad-
no$¢. Mozna przyja¢, ze wyniki obliczen stabilizuja si¢ przy podziale, dla ktérego
Ax<0,10 m.

3.3. Dobdr kroku czasowego

W przypadku analiz reakcji dynamicznej uktadu krok czasowy At, z jakim
dokonywane sg obliczenia, powinien by¢ mniejszy lub maksymalnie réwny czasowi
krytycznemu, ktory powinien by¢ okreslony dla kazdego rozwazanego ukladu szyna-
sprezyste podloze. Jak pokazaty przeprowadzone przez autoréw analizy, spelnienie
tego warunku gwarantuje stabilno$¢ metody réznic skoriczonych oraz poprawnos¢
obliczen. Stosunek przyjetej wartosci kroku czasowego do wartosci krytycznej nie
ma wigkszego wptywu na dokladnos$¢ otrzymywanych obliczen. Catkowity czas
obliczen, zapewniajacy przemieszczenie obcigzenia wzdluz toku szynowego po
analizowanym odcinku, powinien spefnia¢ warunek: T, L .

nalizy —
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3.4. Omowienie otrzymanych wynikow

Przemieszczenie pionowe szyny spowodowane statycznym obcigzeniem mozna
wyznaczy¢ z zaleznosci [11]:

5
w, = s 3.1
an. stat 8EJ13 ( )

gdzie: Py, — obcigzenie toku szynowego;
A — odwrotno$¢ wspotczynnika wzglednej sztywnosci szyny i podtoza

dlugo$é zastepcza toru): o = 2 .
(dtug ep ) Y

Dla danych zamieszczonych w tabeli 2 warto$¢ przemieszczenia pionowego szyny
spowodowanego statycznym obcigzeniem obliczona w sposéb analityczny jest rowna:

Wan, star. = 1,02 mm. (3.2)

Wartos$¢ przemieszczenia pionowego szyny spowodowanego obciazeniem dyna-
micznym mozna uzyskaé w sposob analityczny, mnozac warto$¢ przemieszczenia
pionowego spowodowanego obcigzeniem statycznym przez wspotczynnik dynamicz-
nosci obcigzenia. W pracy [5] wspdtczynnik ten okreslono w nastepujacy sposob:
1
p=—— (3.3)
v

‘1 -

14

cr

gdzie: ¢ — wspdlczynnik dynamicznosci obcigzenia;
V — predkos¢ przejazdu pojazdu szynowego;
V., — predkos¢ krytyczna, przy ktorej tok szynowy ulegnie zjawisku

o 2 . :
rezonansu, wyrazona jako: v, = . kEJ , gdzie: m — masa 1 mb calej

konstrukcji nawierzchni (przyjeto 2300 kg).

Dla danych zamieszczonych w tabeli 2 warto$¢ przemieszczenia pionowego
szyny spowodowanego dynamicznym obciazeniem obliczona w sposdb analityczny
jest rowna:

w.

an. dyn. = <pwanA stat. 1’ 08 mm.
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Roéznica pomiedzy wartosciami przemieszczenia pionowego obliczonego przy
pomocy roznic skonczonych w stosunku do wartosci obliczonych w przedstawiony
wyzej sposob analityczny wynosi zaledwie kilka setnych czesci milimetra.

4. Podsumowanie i wnioski

W artykule zostalo przedstawione przyblizone modelowanie numeryczne
ukladu pojazd—nawierzchnia-podtoze gruntowe na przykladzie nawierzchni kole-
jowej obcigzonej pojazdem szynowym. W celu numerycznego rozwigzania wyj-
$ciowego réwnania rézniczkowego wykorzystano metode réznic skonczonych,
ktdrej podstawowe zagadnienia zostaly opisane w pkt. 2 oraz 3. Nalezy podkresli¢,
ze przedstawiony model pojazd-nawierzchnia—podloze gruntowe jest modelem
uproszczonym, ktory nie uwzglednial wlasciwosci thumigcych materiatow, z ktérych
wykonana jest nawierzchnia kolejowa. Dodatkowo dalsza mozliwo$cia rozbudowy
zaprezentowanego modelu jest udoskonalenie odwzorowania obcigzenia dyna-
micznego. Obecnie szyna zostala obcigzona silg o stalej wartosci. W rzeczywisto-
$ci obciazenie przekazywane przez kota na szyne jest zréznicowane w zaleznosci
od specyfiki pracy nadwozia pojazdu szynowego, nierdwnosci tokéw szynowych,
wad materialowych i innych czynnikéw. Pomimo wskazanych powyzej uproszczen
oraz niedoskonatosci, zaprezentowany model daje wyniki zgodne z analitycznymi.
Tym niemniej rozbudowa i udoskonalanie przedstawionego modelu bedg stanowity
przedmiot dalszych badan i analiz autoréw. Poszukiwane beda réwniez rozwigzania
inzynierskie, w ktérych dla uktadu z cigglym rozkladem masy zadowalajace beda
uklady o jednym stopniu swobody, tak jak zaprezentowano w pracy [1], w ktorej
przedstawiono metod¢ modelowania jednowymiarowych proceséw falowych
w sprezystych warstwowych pretach niepryzmatycznych. W przytoczonej publi-
kacji zaproponowano modelowanie charakteryzujace si¢ zerowym btedem metody.

Zrédta finansowania pracy: praca pokrywa sie z dzialalnoscia statutowa wydzialu i jest finansowana
ze $rodkow wlasnych autoréw.

Artykut wplyngt do redakcji 24.02.2017 r. Zweryfikowang wersje po recenzjach otrzymano 24.04.2017 r.
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The approximate modelling of a “rail vehicle-railway track- substructure” system

Abstract. A system “railway vehicle-railway track-substructure” was analysed. Rails were modelled
as the Bernoulii-Euler beams on an elastic foundation. Two load cases were considered a) static load
from the train to the railway track, b) dynamic load from the train moving with the constant velocity.
As a result, the fourth-order differential equation was obtained. Both, material data and operating
parameters were determined by components of the equation.

To solve this equation, the finite difference method was used. This method was described considering
such matters as space step, time step, discretization, and moving load modelling.

Evaluation of usefulness of a selected method in modelling a railway infrastructure was the purpose
of the authors. The obtained results were compared with results received by analytical way. The presented,
simplified model: railway vehicle-infrastructure-substructure after appropriative validation will be
used later on to analyse various technical solutions and materials in designing railway constructions.
Keywords: numerical methods, finite difference method, railway infrastructure, dynamic impact factor
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